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In questo seminario esporremo alcuni risultati relativi ad 
una classe L di operatori differenziali del secondo ordine, a proposito 
delle seguenti questioni: 

1) Rappresentazione "di Riesz", mediante la funzione di Green, delle fun 
zioni L-superarmoniche, per un L € L. 

2) Caratterizzazione, in termini dell'operatore L, delle funzioni L-su- 
perarmoni che. 

3) Caratterizzazione dei punti regolari del bordo di un aperto di R" per 
il problema di Dirichlet relativo all'operatore L € L. 

4) Confronto della regolarità dei punti di frontiera di un operatore ri- 
spetto a due diversi operatori della classe L. 


Sia L la classe degli operatori della forma: 


NIN) L 9 Li 9 
e E PI TZ 
i3l ‘i j= j i=l j 
tali che: (a, indica un opportuno aperto di R") 
i) a;j° bd,» c'e C (9: R) per ogni i,j € {1,2...n} 
ii) L è non totalmente degenere in ciascun punto di Q: cioè, per ogni 
Xx € 9 esistono i, j e {1,2...n} tali che a;j(%) #0 
iii) L è ellittico-parabolico in D° cioè la matrice A = la;;l è semide- 
finita positiva in ciascun punto di 2 
iv) L'algebra di Lie generata dai campi x = (bj sbo..b > e Xx = 
= (an, 1°4k,2°°"%k,n) (1 sk sn) ha rango n in ogni punto di 9 (co 
me è noto, questa condizione assicura che L è ipoellittico) 
v) esistono 0, 6* € cÉ (0 R) tali che: 6, 6* > 0 in 9 ; 
LO < 0 in % e, indicato con L* l'aggiunto formale di L, L*6* < 0 
ino. 
lo) 


Se L € L, © è un aperto contenuto in % e ue c°(9), diciamo 
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che u è L-armonica in 9 (ue Lia) se Lu=0 in9. 

Diremo che un aperto w $ © $ % è fortemente hegoLane (FR) 
per L se per ugni x € 2w esiste una-normale esterna v per w, non caratte 
ristica per L. Si dimostra ([2], teorema 5.2) che ogni aperto FR è rego- 
Lane per L, ossia per ogni f € C(w) e $ e C(dw), esiste ed è unica la so 


luzione del problema di Dirichlet 


Usando le tecniche di Bony ([2}) si può dimostrare che gli aperti FR co- 
stituiscono una base per 0? e che per ogni w aperto FR esiste una funzio 
ne giwxw+ RU {+e}, di classe C fuori dalla diagonale di w x-w e 2 0, 
tale che, per ogni f e C(), la soluzione del problema di Dirichlet (1) 


con $ = 0 è data da: 
u(x) = f g(x,y) f(y)dy per ogni x ew; 
w 


la g si chiama funzione di Green relativa awe L. 

Se 9 $ % è un aperto, e u: Q+ RU{3} è una funzione inferior 
mente semicontinua (i.s.c., nel seguito), si dice che u è L-iperarmonica 
se per ogni aperto regolare,V $ Vsoqorisulta Da <uinV iu è la fun 
zione tale che ult) = u(E)du (e) per ogni x € V, essendo uÙ la mi 
sura L-armonica relativa "e V nel punto x e V; cioè ui è la misura tale 
che, per ogni $ € C(aV), la soluzione del problema di Dirichlet 

Lu= 0 inv 


Ulav = 4 -V 
ad esempio, se L è il laplaciano e C è una sfera, u, è 11 nucleo di Pois 


è data, in ciascun punto x € V, da: u(x) = DV MGEMGE 


son relativo al punto x). 
Si dice che u è superarmonica in 2 (u € Ls (9) se è iperarmo 
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nica, e per ogni aperto regolare Vc V 9 risulta da eu). Le ipote 
si date sugli operatori della classe L permettono di dimostrare che le 
funzioni L-armoniche (per un L € L) soddisfano l'assioma dé convergenza 
di Deob: "se (u ) è una successione non decrescente in La) e 


u(x) dgr sup u (x) è finita in un sottoinsieme denso di 9, allora 


ue p(g"PEN 
Questa proprietà è provata in fg]. facendo uso di una disu- 
suna avan di Harnack. Un risultato astratto di teoria del potenziale 
([3], $ 2.2) permette, in presenza dell'assioma di Doob, di caratterizza 


re le funzioni L-superarmoniche nel modo seguente: 


L U è iperarmonica in 9, e 
ue s(o)o 
U < +0 in un sottoinsieme denso di 9. 


Le ipotesi date consentono di ottenere (cfr. [9]) una formu- 
la di rappresentazione di tipo Riesz per le funzioni superarmoniche sugli 
aperti FR, mediante la funzione di Green. Precisamente, valgono i seguen 


ti teoremi: 


Teorema 1. Stia 0c L 2 aperto; sia wE è CA, w FR; sia 9 
La funzione di Gneen per w. Per ogni u E S(0) esistono e sono uniche 


h € H(w) e una misura di Bonel positiva u, su w, tali che: 
(2) u(x) = h(x) + i glx.y) duly) 
w 


per ogni X E w. 
I] teorema "di “Riesz" vale anche nella seguente versione 


"globale": 


Teorema 2. Sia w un aperto FR: sia u € S(w)AH(w - K), con 
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Kccw (cioè, u è armonica fuori da un compatto K Cc w). Allora eststono 


e sono uniche una misura finita n con supporto c K, e h e H(w) tali dhe: 
(3) u(x) = h(x) + Ti g(x.y) duly) 
w 


per ogni x E w. 

In particolare se u è un potenziale su w (cioè, se la massima 
minorante armonica di u in w è 0) allora (3) vale con h = 0. 

I1 teorema di rappresentazione consente di ottenere una carat 
terizzazione delle funzioni superarmoniche che estende il noto risultato 
per il quale, se u € cl (a), allora u € S(9) se e solo se Lus 0 in 9. 


Vale infatti il seguente teorema: 


Teorema 3. Sia u : 2+ RU {+ c}. Sono equivalenti Le seguen 
ti affermazioni 
a. u€ S(2) [ovvero, più precisamente: u coincide quasi dappertutto con 
una v € S(9)] 
(9) e Lus0inD'(0) cioè, i uL*) S0 V dE D(Q), è 
I teoremi 1, 2, 3 estendono alfa classe L alcuni risultati di 


LZ 


b. UE Li 0 


loc 
[6], in cui analoghe proprietà vengono dimostrate relativamente ad una 
classe di operatori ellittici degeneri della forma (4): 


r 
2 
Li = L, Xi u+Yu+a"U, con Xe Y 


operatori del 1° ordine a coefficienti C°, tali che l'algebra di Lie ge- 
nerata da Xj3:0+>%, ha rango n in ogni punto del dominio di definizione. 
Questa classe non contiene, per esempio, tutti gli operatori parabolici, 
o) paranoie: va come l'operatore del calore e l'operatore di Kolmo 


gorov t- x y - i , che invece rientrano nella classe L da noi con- 


siderata. 
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I teoremi 1 e 2, in particolare, contengono i teoremi di rap 
presentazione per l'operatore di Laplace, e per l'operatore del calore 
(cfr. Pini [10], Doob [4]) e per l'operatore di Ko7mogorov (Scornazzani 
11]). 

Le tecniche da noi usate per dimostrare i teeremi 1, 2, 3 si 
basano sui metodi della teoria assiomatica del potenziale, e sono ispira 
te a quelle di [6]; tuttavia, non è sempre stata possibile la trasposi- 
zione al nostro caso più generale delle tecniche di [6]. Infatti, parec- 
chi risultati di quest'ultimo articolo sono dimostrati basandosi sul fat 
to che gli operatori della forma (4) generano spazi armonici nei quali va 
le l'assioma di convergenza di Brelot (se una successione nén decrescen 
te di funzioni armoniche U, è tale che in un punto %, risulta 

sup u (x ) < +, allora u= sup u è armonica). In concreto, que- 
Sta proprietà corrisponde grossomBdo a fare l'ipotesi che la misura L-ar 
monica ui, essendo V un aperto regolare per L e x € V, abbia per suppor- 
to tutta 9V; e ciò non accade per certi operatori della classe L, come 


gli operatori del calore e di Ko]mogorov. 
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PUNTI REGOLARI PER IL PROBLEMA DI DIRICHLET 


Sia QC R" un aperto limitato tale che i €: 3} siaLeLe 
x, € 992. Diciamo che xo è L-regolare per 2 se, per ogni $ € C(992), la 


soluzione generalizzata del problema di Dirichlet srl è tale 


Miri 
che: IN = $ 


Mm u(x) = dx)» 

Q23X+ xo 

La formula di rappresentazione di Riesz permette di caratte- 
rizzare i punti L-regolari di 992 con una condizione del tipo di quella da 
ta da De la Valléé-Poussin per il laplaciano. Questa caratterizzazione è 
stata estesa da Littman, Stampacchia e Weinberger [8] ad una ampia classe 
di operatori ellittici: in [9] noî dimostriamo un teorema dello stesso ti 
po, relativamente agli operatori della classe L. 

Sia L € L; sia X un aperto limitato tale che x Cc Qi sia 


AckeueS'(X) (cioè, ue S(X) e u 2 0). Poniamo: 


(5) "Ri ni infive s'(X)|vzu in M; 


indichiamo poi con iu? la "regolarizzata i.s.c." di ho, cioè la più gran 
de funzione i.s.c. minore o uguale di ao Si dimostra (cfr. [3]) che 
si e S(x)m H(X-A). 

Se Fc X è un compatto, chiamiamo potenziale di equilibrio di 
F (relativamente a L e a X) la funzione Mm. Ricordiamo che, se AC X, si 
dice che A è polare (relativamente allo spazio armonico generato da L su 
X) se esiste f e S'(X) tale che A c e e}). Per un insieme F compat- 
to, risulta che F è polare se e solo se E = 0 dn X. 

Dopo queste premesse, possiamo enunciare il teorema che carat 


terizza i punti L-regolari: 
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Teorema 4. Sta: 9 un aperto tale che È G Use, sia Y € 99. Sia 
Y un intorno di y tale che {y} sia polare, nelativamente allo spazio an- 
monico generato da L su Y. Sono equivalenti Le seguenti affermazioni: 


9 
a. y è L-irregolane per Q INN N 
eThY 


b. lim "Rw =0 > 
VE L° 

(U, denota il filtro degli intorni 

compatti idi !y). 


L'enunciato del teorema 
appare dipendente dalla scelta di Y; in effetti, le cose non stanno così: 
si dimostra infatti ([9], prop. 17 e 18) che: 

1) se ZL ZL, sono aperti, 5 £ Q: e F compatto C Z, 
Lane relativamente a Z, se e solo se Lo è nelativamente a Z 


Ta) 2, allona F è po 
i 2 
2) seye 2,0 ZL, e (F,) è una successione decrescente di compatti, Fa E 


G 2,0 Z,» tali che N La = {y}, aQlona 
n=1 


Z4:F - 
lim Ry"(y) =0 @ lim R 

N+ +0 n+ 40 

Dunque, la polarità di {y} e la condizione b. del teorema 4 di 
pendono esclusivamente da y, e non dalla scelta di Y. 

Rimane da stabilire se {y} è o non è polare; questo problema è 
legato al comportamento di g(x,y) al tendere dî x a Y, dove g è la funzio 
ne di Green di un aperto contenente y. Si può osservare che ci sono casi 
in cui {y} non è polare: basta pensare al caso di n = f,eL= Li in 


questo caso, se y asb =Y, sia 


sa °° 


ha il grafico rappresentato qui a fianco, 


Y b e quindi {y} non è polare. 
Il teorema 4 e la formula di rappresentazione di Riesz permet 
tono di spostare il problema del confronto dalla regolarità di un punto 


di frontiera rispetto a due operatori L e Me L al confronto delle rispet 
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tive funzioni di Green; si ha infatti: 


Proposizione 5. Sia X un aperto, XC X C o,» X FR rispetto ad 
entrambi gli operatori L, ML. Stano g e { Le funzioni di Gheen per X, 
nelative a Le M, rispettivamente. Supponiamo che esista c > 0 tale che, 
per ogni (x.y) e XxX risulti: 


È g(xsy) < vy(x.y) £ cg(xy) 


AlLona, per ogni compatto F CX, e per ogni x e X risulta: 


M3F LsF 2 MF 


SF) s RE) sel RIC) 
(abbiamo indicato con Mal e Li i potenziali di equilibrio del compatto 
F in X, relativi rispettivamente a M e LD) 
Dalla proposizione 5 e dal teorema 4, tefiendo conto del fatto 
che un compatto F è L-polare (M-polare) in X se e solo se Da =0 CR = 0) 


discendono immediatamente i seguenti due corollari: 


Corollario 6. Sia x e X. Alora {x} è L-polare (in X) se e 40 
Lo se è M-polane. 
A causa di ciò, nel seguente corollario 7 diremo "{y} è pola 


re" intendendo che è tale sia rispetto a L, sia rispetto a M 


Corollario 7. Sia nc A cX, aperto. Sta y E 99 tale che {y} 
è polare. Mlona y è L-regolane per Q se e solo se è M-negolane per A. 
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